Kaniuar Bacho

Hilfsmittel

GeoGebra, Paint, Rekursion-Skript (IMO-Training)

Losung zu Aufgabe 1

Wir fithren den Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber n.

260 41 841
Induktionsanfang: Sei n = 1. Es gilt 31:; = —g =1.
Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n bereits bewie-
sen, es gelte also 2") 41 ist durch 3"*! teilbar.
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsannahme zei-
gen wir nun die Behauptung fiir n + 1. Zu zeigen ist also, dass

2(3n+1) + 1 durch 3(n+1)+1 — 37t1. 3 teilbar ist.

26" 41
=20"3 1
= 90" . 9B") . 26" 11

=20".26" . (26" 1 -1)+1

= 9@") . 9" . (2(3”) +1) — 2(3”) 26" 41

=20".26" (26" 1-1) — 26" . (26" 11 - 1) +1

= 20" . 926" . (26" 1) — 2 (") (26" £ 1) 4+ (26" 1)

— (2(3”) +1)- [2(3”) .9B™) _9B™) o 1]

= (26" 4+ 1) 26" . (26" £ 1 -1) — 26" 1]

= (26" £ 1) 26" . (26" 1) — 26" — 26" 4 1]

= (26" 1) - 26" . (26" 4 1) — 26" — 26" 11 4 (26" — 26M)]
= (26" 1) - 26 . (26" 1 1) — (3-26™) + (26" 4+ 1)]

ist durch 3"*1.3 teilbar, da der erste Faktor nach Induktionsannah-
me durch 3" teilbar ist und die Einzelenden Summanden, in der
jeweiligen Klammer des zweiten Faktors durch drei teilbar sind, da
nach Induktionsannahme 24" 41 durch 3"*! teilbar ist, insbeson-
dere also durch drei.
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Losung zu Aufgabe 2

Als erstes rechnen wir aus, welche Werte x,, fiir n € {1,2,3,4} an-
nehmen kann.

Fiir n = 1 erhalten wir

(<1i1) - 3171) a1 =0

< 0-21=0.

Somit kann z; jeden reellen Wert fiir alle n € N annehmen.

Fiir n = 2 erhalten wir

((131) =3+ ((231) —372) - 1=0

& —2r1+295=0

& w9 = 21y fiir 1,29 € R.

Auch hier gilt, dass x5 einen reellen Wert mit der notwendigen Be-
dingung xo = 2x; fiir alle n € N annehmen kann.

Fiir n = 3 erhalten wir

((131) - 3371) "1+ ((231) - 3372) " To + ((331) - 3373) c I3 = 0

& —8r14+0-294+223=0

& x3 = 4aq fiir 1, 23 € R,

Die obere Gleichung gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Fiir n = 4 gilt

((1i1) - 3471) "1+ ((2%1) - 3472) " To + ((3%1) - 3473) * T3

+ ((4f1) - 34_4) s Ty = 0

& —26x + (-51’2) 4+ 3x3 + 3x4 = 0.

Nun setzen wir, die eben ausgerechneten Bedingungen von x5 und
x3 in die Gleichung ein, dann folgt

& —24x1+ 314 =0

& 1y = 8xq fiir 1, x4 € R,

Auch hier gilt letzteres fiir alle n € N.

Wir konnen offensichtlich ein Muster erkennen und zwar gilt fiir
r; mit i € {1,2,3,...,n} folgendes: z; = 20" . x; Va; € R. Dem-
nach wiirde die einzige Folge (was wir spiter beweisen werden) der
reellen Zahlen, die die fiir alle positiven ganzen Zahlen n die Glei-
chung a, 1 - x1 + a2 - T2 + ... + ap - x, = 0 erfiillt, wie folgt aus-
sehen (zq,2x1, 421,81, ...). Den Beweis dieser Behauptung fiihren
wir mittels vollstdndiger Induktion iiber n durch.
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Induktionsanfang: Sei n = 1. Es gilt
(L) =879 @7 ) =0

1-1
< 0.2, =0 fur x; € R.

Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n bereits bewie-
n

sen, es gelte also Y ap;-x; =0
i=1

& > a,, - (2771 x1) = 0 (nach unserer Behauptung)
i=1

S x1 Y, Ay, 27 =0 fiir z; € R.
i=1
Fiir z; # 0 gilt nach Division durch z;
Z Qnj 2i-1 = (.
i=1

Da a,; = (zfl) — 3"~ gilt, erhalten wir nach Einsetzen fiir ay,; fol-
gendes:

Z((zﬁl) - 3n7i) 27 =0

=1

n—1

o @: () -27) - (;: 3= (641) . 97) — ),

Dies ist nun unsere Induktionsannahme fiir z; # 0.
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsannahme zei-

gen wir nun die Behauptung fiir n + 1, wir zeigen also, dass
n+1

Z Apy1i - Ti =0

i=1
n+1 -
<~ Z Ap+1,i (2Z7 . IL‘l) =0
i=1
n+1 )
= I - Z Ap+1,° 21_1 =0 gllt
=1

Offensichtlich stimmt die Gleichung fiir 1 = 0, folglich miissen wir
sie noch fiir ; # 0 zeigen. Wenn wir die Gleichung durch z; divi-

dieren, erhalten wir
n+1

i—1 __
Z An4+1, ° 2 = 0.
=1

Da a1, = (7)) — 30071 ist, gilt

n+1 o
2 (1) =300 -2 = 0. (4
1

Bevor wir die Richtigkeit bzw. Giiltigkeit der Gleichung (x) bewei-
sen, stellen wir zwei Regeln fiir das Rechnen mit dem Binomialko-
effizienten vor bzw. auf.
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Rechenregeln:
Fiir alle positiven ganzen Zahlen n, k mit n > k gilt:

(4)

Beweis zu (i):

n n n! n!
(k—1>+(k;) T == (=)
B n! -k nl-((n—Fk)+1)
T =kt D)k R =k (n=k)+D)
_nl-(k+(n—-k+1))

K- (n—Fk+1)!
B (n+1)! _(n+1
_k!-((n—i-l)—k)!_( k >

(#) Ist k eine negative ganze Zahl, so definieren wir (}) = 0.

Zudem wird fiir den Beweis der Richtigkeit der Gleichung (x) der
binomische Lehrsatz fiir natiirliche Exponenten benétigt, der wie
folgt definiert ist: Fiir alle z,y € R und fiir alle natiirlichen Zahlen
n gilt die Gleichung:

n

(@+y)" =) (Z) 2" Pyh (i)

k=0

Nun formen wir die linke Seite der Gleichung (*) solange um, bis
ihre Richtigkeit klar wird.

Wobei bei (4) die Eigenschaft (i) benutzt wurde; bei (7) unsere
Definition (i7) angewandt wurde; bei (9) die Induktionsannahme
verwendet wurde und der binomische Lehrsatz (iii) genutzt wurde.
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=2.0+(1+2)"—3"
=0 (
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Somit haben wir die Giiltigkeit unserer Behauptung gezeigt, doch
zu zeigen ist noch, dass es die einzige Folge ist. Dies konnen wir
durch blofles Begriinden zeigen.
Fir n = z (wobei z eine natiirliche Zahl ist) gilt die Gleichung
a,1-T1+a,2 -To+...+a,, v, = 0. Der Koeffizient der Variable x,
ist (,7,) =377 = () —3" = (2—1). Wie wir erkennen konnen ist der
Koeffizient von z, gleich Null, wenn n = z =1 gilt. Firn=2z=1
erhalten wir, wie wir es schon oben gezeigt haben, 0-x; = 0, womit
x1 jeden reellen Wert fiir alle n € N annehmen kann.
Fiir n = z # 1 beliebig ist der Koeffizient der Variable x, ungleich
Null, also kénnen wir die Gleichung nach z, auflésen. Die Gleichung
—(Ay1 X1+ Az To+ o+ Appq - Tpoq)
-1 |
Wenn wir uns die Gleichung fiir n = 4 wieder anschauen, kénnen
wir sehen, dass wir die vorherigen ausgerechneten Bedingungen von
o und x3 in die Gleichung eingesetzt haben, sodass nur noch die
beiden Variablen z; und x4 mit den jeweiligen Koeffizienten in der
Gleichung iiber blieben. Da wir nach x4 auflésen konnten, hatten
wir auf der linken Seite der Gleichung die isolierte Variable x4 und
auf der rechten Seite die Variable x; mit ihrem Koeffizienten.
Analog konnen wir das bei der Gleichung fiir n = 5 machen, so
erhalten wir auch die isolierte Variable x5 und die Variable x; mit
ihrem Koeffizienten. Wir konnen das Verfahren nicht nur bis zur
Gleichung fiir n = 5 anwenden, sondern fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 2 (sofern man das Verfahren auf die Gleichung fiir die néchst
darauffolgende natiirliche Zahl anwendet), so erhalten wir nur diese
eine Bedingung iiber x,. Unmittelbar folgt daraus, dass es unsere
bewiesene Behauptung ist: z, = 2°~! - 2; fiir 2, € R und 2 € N.
Folglich ist (xy, 221, 421, 8, ...) die einzige reelle Folge, die die Glei-
chung a, 1 -1 + apo - T2 + ... + ap - T, = 0 erfiillt.

ist dann dquivalent zu x, =
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Losung zu Aufgabe 3

Das Problem der Aufgabenstellung teilen wir in mehrere kleinere
Probleme auf, die wir l6sen und zu einer Lésung des urspriinglichen
Problems verbinden. Wir bestimmen also die maximale Anzahl
von nicht auf g liegenden Schnittpunkten jeden Finzelnen Halb-
kreises in Abhéngigkeit von n und addieren diese Ergebnisse zur
eine Losung des urspriinglichen Problems, wobei wir eine Bedin-
gung zur Losungsfindung aufstellen.

Nehmen wir als erstes an, dass sich sechs paarweise verschiedene
Punkte auf der Gerade g befinden, die dquidistant angeordnet sind.
Hinzu kommt, dass wir die Halbkreise iiber den Verbindungsstre-
cken je zweier dieser Punkte auf der selben Seite von ¢ zeichnen.
Des Weiteren markieren wir auch noch die Schnittpunkte, die nicht
auf g liegen.

Hierzu eine Veranschaulichung:

Mt der Bezeichnung XY meinen wir den Halbkreis iiber der Ver-
bindungsstrecke des Punktes X und des Punktes Y.

Vom Punkt X gehen Z Halbkreise (nach rechts) aus. Dies heifst,
dass alle Z Punkte, die mit X einen Halbkreis bilden, rechts von X
lregen.

Betrachten wir zunichst den Halbkreis iiber der Verbindungsstre-
cke vom Punkt B und D. Dieser Halbkreis hat drei Schnittpunkte,
wie wir klar sehen konnen. Diese Schnittpunkte werden durch die
Halbkreise, die vom Punkt C nach links und nach rechts ausgehen
verursacht. Von C gehen zwei Halbkreise nach links aus und drei
nach rechts aus.



Kaniuar Bacho

Im Folgenden betrachten wir nur die Halbkreise, die nach
rechts ausgehen und deren Schnittpunkte.

Nach unserer Bedingung wiirde BD nur zwei Schnittpunkte haben,
da der andere Schnittpunkt schon zu AC gehort, wie man sich leicht
iiberlegen kann. So vermeiden wir das Doppelte-Zahlen der Schnitt-
punkte, da jeder Halbkreis, der nach links ausgeht von einem Punkt
kommt, wo der Halbkreis nach rechts ausgeht.

Um die maximale Anzahl von nicht auf g liegenden Schnittpunkten
eines Halbkreises (Bedingung nicht vergessen!) in Abhéngigkeit
von n zu bestimmen, miissen wir auf folgende zwei Punkte achten:
Erster Punkt: Wir miissen die Anzahl der Punkte, die zwischen
einem Halbkreis sind (ohne die Punkte auf dem Halbkreis selbst)
und auf g liegen betrachten.

Zwetter Punkt: Wir miissen die Anzahl der Punkte, die nach dem
Halbkreis folgen und auf g liegen betrachten.

Mit diesen zwei Punkten konnen wir die maximale Anzahl von nicht
auf g liegenden Schnittpunkten eines Halbkreises in Abhéngigkeit
von n bestimmen, indem wir die Anzahl der Punkte, die zwischen
den Punkten des Halbkreises sind, mit der Anzahl der nach dem
Halbkreis folgenden Punkten multiplizieren, da von jeden k& Punk-
ten (die Punkte zwischen dem Halbkreis) m Halbkreise (die Punkte
hinter dem Halbkreis) ausgehen.

Hierzu zwei kleine Beispiel bezogen auf unsere obere Zeichnung:

1. Zwischen AD sind die zwei Punkte B und C, die auf g liegen.
Nun betrachten wir, wie viele Punkte nach D folgen. Dies sind die
zwei Punkte ' und F'. Also gehen jeweils zwei Halbkreise von B
und C iiber D aus (BE, BF, CE und CF), somit wird AD maxi-
mal vier Mal geschnitten (natiirlich fiir n = 6).

2. Zwischen CF ist der Punkt D, der auf g liegt. Nach E folgt ein
weiterer Punkt F. Also geht ein Halbkreis von D iiber E aus (DF),
somit wird C E maximal ein Mal geschnitten (fiir n = 6).

Nun betrachten wir n paarweise verschiedene Punkte auf ¢, die
chronologisch mit A; bis A,, bezeichnet werden. Diesbeziiglich eine
kleine Skizze zum Versténdnis:

Nun bestimmen wir die maximale Anzahl der nicht auf g liegen-
den Schnittpunkte von allen Halbkreisen, die von A; ausgehen.
AAy=0-(n—2)=0-((n—2)—0)

Die rechte Seite der Gleichung bezeichnet die maximale Anzahl der
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Schnittpunkte des Halbkreises A/{EQ Die Null steht fiir die Anzahl
der Punkte zwischen A; und A,, die auf g liegen und (n — 2) be-
schreibt die Anzahl der Punkte, die nach A, folgenden. Fiithren wir
dies fort erhalten wir:

AjA3=1-n-3)=1-((n—2)—1)

AA =2 (n-4)=2-((n-2)—2)

Ad S =(0=3) 1= (0=3)((1-2) ~ (n - 3))
AiA,=n—-2)-0=n—-2)-(n—2)—(n—2))

Aufsummieren aller von nicht auf g liegenden Schnittpunkten, der
Halbkreise A, A; mit i € {2,3,...,n} ergibt:

n—2

kZ_)()k'((n—Q)—k)

Jetzt betrachten wir nur noch die Punkte A, bis A,,, wie es hier in
der Skizze gezeigt wird:

Fithren wir das Gleiche Prinzip wie oben weiter, doch nun gehen
zﬁe\ Halbkreise vom Punkt As aus.
AsA3=0-(n—=3)=0-((n—3)—0)

A =1-(n—4)=1-((n—3)—1)

——

AgAp = —4)-1=(n—-4)-((n—-3) = (n—4))
AA,=(n—=3)-0=n—-3)-(n—3)—(n—23))

Aufsummieren aller von nicht auf g liegenden Schnittpunkten, die
auf den Halbkreisen, die von A, ausgehen, sind, liefert:

n—3

I;Ok-((n—?))—k)

Riicken wir vor bis zum Punkt A,
An,QAn,1:01:0<1—O>

—

Ay, sA,=1-0=1-(1—1)
Aufsummieren aller von nicht auf g liegenden Schnittpunkten, die
auf den Halbkreisen, die von A,,_» ausgehen, sind, ergibt:

1
D k- (1—k)

k=0

Kommen wir zum letzten Punkt von dem Halbkreise ausgehen (da
nach A, kein Punkt folgt) und zwar der Punkt A,,_;.

A A =0-0
0
=S k- (0—k)

k=0
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Bevor wir die maximale Anzahl von nicht auf ¢g liegenden Schnitt-
punkten in Abhéngigkeit von n bestimmen, ziehen wir die allbe-
kannten Tatsachen heran, dass man die Summe der Quadrate re-
spektive der Kuben von 1 bis n mit folgenden Formeln ausrechnen

: 1) - (2 : 1
kann: ZkQ n-(nt )6(n+ b, st (%)%
Ferner gﬂt mit der Gauflschen Summenformel
1 z. 1
Zk-n:(O+1+2+...+n)-n:¥-n:%.
k=0

Indem wir jetzt die maximale Anzahl an Schnittpunkten aller Halb-

krelse addieren erhalten wir:
1

(Zk (n—2)— k))+(;§jk'((n—3)—/€))+~-+(2k'(l—k))+

a k=0
(> k- (0~ b)
=S k(- )

00 ‘
:(i:o;;k i) — (ZZMZO/“Z)
2R (k1) ke (k1) (2k+1)
_kg{) 9 - 6
:Zzﬂg.k.(k+1)—ké(k+1)-(2k+1)
_gk.(kJrl)-(?ék—(?kJrl))
:gk.(kﬂ)-(k—l)
bk @)
-

(S#)-(Xh
- 6
) ((n—2)é(n—1))2_((”_2);”_1))
= 6
(2ol (=2 o)y
= 6

10
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(n—2)-(n—1)

( . (n* — 3n)

) (S

6
n-m—1)-(n—2)-(n—3)

)

Somit gibt diese Formel die maximale Anzahl von nicht auf g lie-
genden Schnittpunkten in Abhéngigkeit von n an, wobei n > 2 die
Anzahl der Punkte auf der Geraden g ist.

Zu zeigen ist noch, dass eine Konstellation existiert, die die maxi-
male Anzahl an Schnittpunkten annimmt. Hierzu betrachten wir

die folgende Abbildung:

Die Bedingung von vorhin bleibt bestehen.

Mit 1 x meinen wir die Orthogonale auf g und auf dem Punkt X.
Zu sehen sind fiinf verschiedene Punkte A, B, C, D und E auf der
Geraden g; die Halbkreise, die jeweils von einem Punkt ausgehen;
die Schnittpunkte der Halbkreise und die Orthogonalen, auf den
Punkten auf g.

Seien X und Y zwei beliebige aufeinanderfolgende Punkte auf g, wo-
bei Y rechts von X liegt. Wir versuchen nun geschickt die Schnitt-
punkte der Halbkreise, welche vom Punkt X ausgehen, in die Fléache
zwischen | x und 1y zu bringen. Schnittpunkte mit dieser Eigen-
schaft nennen wir zuldssig.

In der Abbildung ist dies erfiillt, denn die Schnittpunkte der Halb-
kreise, welche von B ausgehen, liegen zwischen 1z und L. Die
Schnittpunkte der Halbkreise, welche von C' ausgehen, liegen zwi-
schen Lo und 1p.

Nach unserer Formel ist die maximale Anzahl an Schnittpunkten
fiir n = 5 fiinf. Also hat unsere Abbildung fiir n = 5 das Maxi-
mum erreicht. Nun zeigen wir, dass wir der Reihe nach jedes Mal
das Maximum an Schnittpunkten erreichen kénnen, wenn wir der

11
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Reihe nach einen neuen Punkt hinzufiigen, der so auf g angeordnet
wird, dass die neuen Schnittpunkte zuldssig werden.

Nun fiigen wir der Abbildung einen neuen Punkt F' hinzu. Der
Punkt soll rechts von E liegen. Es entstehen neue Halbkreise, mit
neuen Schnittpunkte (siche Abbildung).

=

-

/ 4

."III. |

i

e

m\q&

'f_ &

Sei X ein beliebig gewéhlter vorheriger Punkt auf ¢ und sei Z der
neue und letzte Punkt auf g, in diesem Fall F'. Wir verschieben F'
so, dass die neuen Schnittpunkte zuldssig werden. Dies gelingt, da
der Bogen von X zu Z immer steiler wird, wenn die Distanz zwi-
schen den beiden Punkten gréfler wird. Also verschieben sich die
Schnittpunkte der Halbkreise, welche von X ausgehen immer wei-
ter nach links, maximal bis zur Orthogonale, welche auf X liegt.
Nun sind alle Schnittpunkte zuldssig.

Jetzt beweisen wir, dass es keine drei Halbkreise gibt, die sich in
einem Punkt schneiden:

Halbkreise, die von einem Punkt ausgehen, kénnen sich nicht schnei-
den, wie man sich leicht iiberlegt. Dementsprechend schneiden sich
die Halbkreise, die vom neuen und letzten Punkt Z (in diesem Fall
F) nach links ausgehen nicht.

Es bleibt noch die Moglichkeit, dass sich ein neuer Halbkreis XZ
mit zwei vorherigen Halbkreisen in einem Punkt schneidet.

Sei Y der erste rechts liegende Punkt von X.

Da alle Schnittpunkte des Halbkreises XZ zulissig sind, liegen
die Schnittpunkte zwischen L x und Ly. Also miisste X7 einen
Schnittpunkt zwischen |y und L1y schneiden. Doch die Schnitt-
punkte zwischen 1 x und 1y werden durch zwei Halbkreise verur-
sacht, von dem einer von X ausgeht (sonst wéren es keine zuldssigen

12
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Schnittpunkte). Also kann es nicht sein, dass XZ einen Schnitt-
punkt zwischen |y und 1y schneidet, denn einer der Halbkreis
geht von X aus und da wir wissen, dass sich zwei Halbkreise, die
von einem Punkt ausgehen nicht schneiden kénnen wird das Ma-
ximum an Schnittpunkten fiir n = 6 erreicht. Analog gilt dies der
Reihe nach fiir alle natiirlichen Zahlen n, da X beliebig gewéhlt
wurde.

13
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Losung zu Aufgabe 4

a) Bemerkung:

Mit i meinen wir die imagindre Zahl i = /—1.

Gegeben ist ein beliebiges Dreieck A; As Az, welches in einem kar-
tesischen Koordinatensystem liege. Der Ursprung wird mit O be-
zeichnet; jeder Punkt P in der Ebene wird durch den Vektor ﬁ

beschrieben. Zur Abkiirzung setzen wir O

Ay

Da die Folge der Schwerpunkte rekursiv definiert ist, kénnen wir
eine explizite Formel zur Berechnung des n-ten Schwerpunktes fin-
den. Dies gelingt durch das charakteristische Polynom, denn die
Nullstellen fithren zu den Fundamentallosungen. Nach miihsamen
Rechnen erhalten wir die Formel:

-1 —1—1v2

— A4 § ;Z\/_) —i—ﬁ(Tﬁ/—)" mit n > 1 und

1 1
i L3 _z 7.

— 5—2\/_ — 8—TiV2, = T+4iV2
§ Az - ( 4 )—Az'(T)—Al'(T)S

—  54+iv2,. = 8+ TiV2,  — [T—4iV2
=y () = (o) — A () s
Diese Formel werden wir nun mit der vollstdndigen Induktion iiber

n beweisen.

Wir ziehen die Tatsache heran, dass man den Schwerpunkt S eines

1 1 1
Dreiecks ABC mit der Formel S = §A + §B + §C ausrechnen

kann.

14
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Induktionsanfang Sein =1. Es gllt
-1 + iv?2 —iv2
=44 B (L4 2 (Y

:2“‘3‘“ ZIW<_1§iﬁ>+<5+jﬁ>-<_1}m>]

(I (AR | SETNR) (S

2
AL (AR (SR (TR (S
=Z+71§- 2iv/2 -1 2iv2+1 = 5i\/§—l—2+2—5z’\/§

4 4 )= Az ( 12 12
—  iW2-5 2\/5—1—5

)

A (5 )
= (gAl + A2 + Ag) - —A3 - —Ag 6A

= A;.
Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n berelts be-
wiesen (insbesondere fir n — 1 und n — 2), es gelte also A

—1+4+11V2 —1—1iv2
Z+§'(%\/_)”+8-(T“/_)” mit n > 1.
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsannahme zei-
gen wir nun die Behauptung fiir n + 1. Zu zeigen ist also, dass

-1 —1—1v2
n+1 — A4 § il Z\/_)"Jrl LT ( Z\/—)"“ gilt. Es gilt

3
mzéz@Jr%eréj_T; y p
IT+aov2,, —1+iv2, , —14+iv2
_3_2 31 \/_3 )1+(‘\/§3 ) Ir(—\/ig "))
+8-<—-<<%>”+<—‘ Syt ()

— 2_1_3?.((_1 + Z\/é)n +3- (—? + i\/ﬁ)"—l +32.(-1+ ,l’\/é)n—Q

RN L] <—1—égﬁ”—+f+ 1 e )
:ZJFE‘.((—HZ\/?)H : ((—1+;f32+3-(—1+¢ﬁ)+32)>
RCNEE, LN C R 2 O R o}
:X+§.((—1+i\/§)n—2.(1—§i1/1§—2—3+3iﬂ+9))
+8,((—1—¢\/§)”—2.(1+§i\+/1’—2—3—3z'\/§+9))

15
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:X+§>.((_1“\/5)”‘2-(—1+3ix/§+6—2i\/§)

)
3n+1
+3 (12 (_3}1:1 3iv2 46+ 2z\/§))
B Z+§ —1+0V2)" 2 (-1 + z'\/i)?’) +8-((_1 - @\/é)n3j+-1(—1 - i\/§)3>

3n+1

-1 —1—1iv2
A + B. (%\/_)”Jrl + . (TZ\/_)”“, wie gewiinscht.
Nun lassen wir n gegen unendlich laufen. Bei der Formel
o 1—1—2\/_ L TR .
—5 : (T)" miissen wir nur

dle beiden Faktoren mit dem Exponenten n betrachten. Sei s, :=

—1+iV2,

(T) . Mit dem Betrag der Folge konnen wir den Grenzwert

—1+iV2,

der Konvergenz bestimmen. Es gilt |s,| = ](T) |

—1+iv2, -1, EV2,., 1
:|(T)| —(\/(?) +(T) ) —W. Der Betrag

der Folge s,, konvergiert gegen Null. Also konvergiert die Folge s,

gegen Null. Folglich konvergiert die Folge A, gegen Z + E -0+

-0 = A, also gegen einen Vektor. Wie wir wissen ist A; Ay A;
das Anfangsdreieck. Da der Schwerpunkt immer im Inneren des
Dreiecks ist (dies kann man leicht mit dem Satz von Ceva bewei-
sen), ist auch das neuentstandene Dreieck im Inneren des vorherigen
Dreiecks, dies wird unendlich Mal fortgesetzt. Das heifit, dass die
neuentstandenen Dreiecke immer wieder im Inneren des vorherigen
Dreiecks sind. Da der Punkt A der ,,unendliche” Schwerpunkt ist,
liegt er in allen Dreiecken. Nun miissen wir noch zeigen, dass A
der einzige Punkt ist, der in alle Dreiecken liegt. Dies gelingt durch
einen Widerspruch. Wir nehmen also an, dass es mindestens zwei
verschiedene Punkte gibt, die in allen Dreiecken liegen. Nun gibt es
von jedem Punkt einen positiven Abstand zu A. Unter den Punk-
ten existiert (mindestens) ein Punkt P, der den kleinsten positiven
Abstand d > 0 zu A hat. Da A und P in allen Dreiecken liegen, liegt
auch die Strecke AP in allen Dreiecken. Nun liegt auf der Hélfte

d
der Strecke AP ein Punkt Q mit dem Abstand 5 2u A. Es gilt

0 < d/2 < d, dies fiihrt zu einem Widerspruch zur Annahme, dass
P den kleinsten positiven Abstand zu A hat und in allen Dreiecken
liegt. Folglich ist A der einz1ge Punkt in allen Dreiecken, weswegen

1
folgendes gilt: Z = — —Z; —Zg,) = ?
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b) Gegeben ist ein Dreieck A;AjAs, welches in einem kartesi-
schen Koordinatensystem liege. O.B.d.A. wahlen wir als Ursprung
den Punkt A; und die z-Achse legen wir durch A; A, (sieche Ab-
bildung), dies kénnen wir machen, da es sich hier um ein kartesi-
sches Koordinatensystem handelt. Dies impliziert, dass sich die Sei-
tenldngen (insbesondere die Streckenverhéltnisse) und die Winkel
des Dreiecks nicht durch Verschiebungen, Drehungen oder Spiege-
lungen dndern. Zwar erhalten wir keine explizite Formel um 7" mit
beliebigen Dreiecks-Koordinaten zu bestimmen, doch dies ist auch
nicht von Interesse.

Jeder Punkt P in der Ebene wird durch den Vektor ﬁ beschrie-
ben. Zur Abkiirzung setzen wir A; P =

Die Vektoren im System haben nun die folgenden Koordinaten

z: (8) ,1@: (g) und/_lgz (Z) mit z,y,z € RT.

Aus der Losung der Aufgabe 4a) wissen wir, dass folgendes gilt:
2 1—- 1= 1— (2z + 3y)/6
= -A A —A; =
g T3 2/2
Gerade SA3 die Gerade Ay As. Aus den vorliegenden Informationen
konnen wir die z-Koordinate des Punktes 1" bestimmen. Da 1" auf

der Geraden A;As liegt ist die y-Koordinate Null.

. Ferner schneidet die

N Ay

Da die Punkte A; und A, auf der z-Achse liegen, lautet die Funk-
tion, die durch bei Punkte geht, offensichtlich f(¢) = 0. Nun be-
stimmen wir die Funktion der Geraden, die durch die Punkte Aj
und S geht. Nach Gleichsetzen dieser beiden Funktikonen erhal-
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ten wir die Stelle des Schnittpunktes 7" der beiden Geraden. Sei
g(t) = m -t +n die lineare Funktion, die durch die Punkte A3 und
S geht. Zunéchst rechnen wir m (die Steigung) durch die zwei gege-
z z
(5 - z) (5)
benen Punkte aus. Es gilt m = = — =

@y E

. Da A3z auf der Geraden der Funktion ¢ liegt, kénnen

3z
2z — 3y
wir nun n (den y-Achsenabschnitt) bestimmen. Es muss gelten

3z ©n dies ist dquivalent 2z
z = — . n, dies ist dquivalent zu n =
2z — 3y Y q 2z — 3y
miissen wir nur noch f und g gleichsetzen, um den Schnittpunkt
3z 2xz

b4 :

2z — 3y 2z — 3y
2

was dquivalent ist zu ¢ = —x. Der Schnittpunkt ist also an der

2
Stelle 536’ demnach ist 7 = (2%/ 3
2z 2z
oo larn o 5 H) .
Streckenverhaltnis = = —5— =2 Sei §'S bzw.
|T As| 2 T
(x — =) (3)

AL A3 die Orthogonale auf der Geraden A;A,. Es gilt mit dem

. Nun

der Geraden zu erhalten. Es gelte also 0 = —

. Hieraus erhalten wir das

Satz des Pythagoras |T'S| = \/(2; - @)2 + (g —0)2 =
SO e ma 154y = JEER oy
= \/(2:1; g 3y)2 + (%)2 Also folgt ||§j;|| =1.

U
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