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Losung zu Aufgabe 1

Sei r der Radius der Miinzen. Ohne Weiteres kénnen wir sofort
einsehen, dass die Lénge der Strecke, zwischen den Mittelpunkten
zweier Miinzen, die sich tangieren, gleich 2r ist.

Insbesondere bilden die Mittelpunkte dreier Miinzen, die sich paar-
weise tangieren ein gleichseitiges Dreieck, da alle Seiten gleich 2r
sind.

Im Folgenden greifen wir auf folgende Abbildung zuriick:

Wir zeigen, dass wir um eine einzige Miinze sechs weitere Miinzen
anfiigen konnen, sodass die Mittelpunkte der sechs dufleren Miinzen
ein regelméfiges Sechseck ergeben. An diesen sechs Miinzen fiigen
wir jeweils zwei Miinzen an, sodass die Mittelpunkte der duflersten
zwolf Miinzen ein regelméBiges Zwolfeck ergeben (wie in der Abbil-
dung zusehen ist).
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RegelmiBiges Sechseck:

Wir betrachten als erstes eine Miinze k& mit Mittelpunkt M (sie-
he Abbildung). Wir legen die beiden Miinzen e und d mit deren
Mittelpunkte E bzw. D so an k, sodass jede Miinze die beiden
anderen Miinzen tangiert. Nun ist |M E| = |ED| = |[DM| = 2r,
folglich ist AEMD gleichseitig. Also ist L DMFE = 60° und da
60° ein sechstel eines Vollwinkels (eines Kreises) entsprechen, brau-
chen wir sechs weitere gleichseitige Dreiecke, sodass ein Vollwinkel
bzw. vollstéandiger Kreis entsteht. Folglich kénnen wir genau sechs
Miinzen an eine Miinze legen, wie in der Abbildung zu sehen ist.
Nun sind an jeder Ecke des Sechsecks zwei 60°-Winkel (= 120°),
was der Innenwinkel eines regelméaffigen Sechsecks ist, da

—2)-180°
(672 180% _ 1o

RegelmifBliges 12-Eck:

Wir betrachten die Miinze e, d, f und eine Miinze x, mit Mittel-
punkt X; diese Miinze legen wir an e.

Wir zeigen, dass 60° < LDFEX < 180° gilt:

Bewers:

Das Minimum wird offensichtlich dann angenommen, wenn x die
beiden Miinzen e und d tangiert und das Maximum, wenn x die
beiden Miinzen e und f tangiert. Im ersten Fall ist AEDX gleich-
seitig, also folgt sofort K DEX = 60°. Im zweiten Fall ist AFEX
gleichseitig, also L DEX = 360° — LA XED = 360° — L XFEF —
LAFEM — AMFED = 360° — 3 -60° = 180°.

Q.e.d.

Also kann L DEX den Wert 90° annehmen. (1)

Kommen wir nun zur Konstruktion des regelméfliigen 12-Ecks:
Wir legen an e die Miinze h mit Mittelpunkt H an, sodass HE L
ED, also £ DEH = 90°, was nach (1) moglich ist (siche Abbildung).
Ferner ist {HEF = 360° — A FEH = 360° — A FEM — {MED —
ADFEH = 360° — 2 -60° — 90° = 150°. Also kénnen wir noch eine
Miinze g an h und e anlegen (siehe Abbildung). Dann ist AHGE
gleichseitig. Also ist {GEF = 360°— £ FED—-ADFEH—-AHEG =
360° — 120° — 90° — 60° = 90°, also ist GE L EF.

An d legen wir nun eine Miinze ¢ mit Mittelpunkt I, sodass ID L
ED. Aus Symmetriegriinden folgt, dass sich h und 4 tangieren. Also
ist das Viereck EDIH ein Quadrat, da alle Seiten gleich 2r sind
und K DFEH = LIDFE = 90°.

Wiederholen wir diesen Vorgang so oft, sodass an jeder dufleren
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Miinze des Sechsecks zwei Miinzen sind erhalten wir obiges Bild.

Nun ist jeder Innenwinkel gleich 60° + 90° = 150°, was der Innen-
(12—-2)-180° 150°

Nun ist jede Seitenlénge des 12-Ecks gleich 27, da r eine beliebige
positive reelle Zahl ist, gilt dies fiir alle regelméfiigen 12-Ecke.

winkel eines regelméfligen 12-Ecks ist, da



Kaniuar Bacho

Losung zu Aufgabe 2
a)

Zunéchst wird mittels Induktion folgendes Lemma gezeigt:
Lemma: Die Summe der ersten n geraden Zahlen > 0 ist n? + n;
Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen > 0 ist n?.

Beweis:

Induktionsanfang: Sei n = 1. Es gilt 12 + 1 = 2 bzw. 12 = 1.

Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n bereits bewie-
n n

sen, es gelte also > 2k =n?+n bzw. > (2m — 1) = n?

k=1 m=1
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsannahme zei-
gen wir nun die Behauptung fiir (n + 1). Zu zeigen ist also, dass
n+1 n+1

ST2k=(m+1)+(n+1) bzw. > (2m —1) = (n+ 1) gilt.
k=1 m=1
Es gilt:

S 2k = i 2k+(2n+2) = (n®*+n)+(2n+2) = (n+1)*+ (n+1);
k=1 k=1

%1 (2m—1)= i 2m—1)+2n+1)=n*+2n+1=(n+1)%
m=1 m=1
Q.e.d.

Kommen wir zur urspriinglichen Aufgabenstellung. Hierzu sei n die
Anzahl der geraden Zahlen und m die Anzahl der ungeraden Zah-
len, also ist n +m = 335. Wir definieren

s(n,m) ::é%—l—é(%—l) =n*+n)+m?>=n-(n+1)+m?

dies ist nun die minimale Summe der 335 Zahlen, da wir fiir das
Minimum die ersten n geraden Zahlen und die ersten m ungeraden
Zahlen aufsummieren miissen. Nun gilt folgende Ungleichungsket-
te (da wir stets eine gerade Zahl durch eine kleiner ungerade Zahl
ersetzen!): s(335,0) > s(334,1) > ... > s(317,18) > 5(316,19) =
316-317+19? = 100.172+ 361 > 100.000. Folglich kann die Anzahl
der ungeraden Zahlen nicht unter 20 liegen, denn dann wére die

Summe stets grofer als 100.000. Hier nun ein Beispiel fiir m = 20:
315 19

SO 2k+( S 2m — 1)+99 = 315-316+192+99 = 99.540-+361+99 =

k=1 m=1
100.000. Folglich liegt das Minimum der Anzahl der ungeraden Zah-
len bei 20.
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b)

Statt das Maximum der Anzahl der ungerade Zahlen herauszufin-
den, finden wir das Minimum der Anzahl der geraden Zahlen her-
aus.

Nehme an m sei ungerade, also gleich (2k 4 1) fiir £ € Nj.

Es gilt dann 100.000 =n-0+m-1 =0+ (2k+1)-1 =1 (mod
2), Widerspruch dazu, dass 100.000 = 0 (mod 2) gilt. Also ist m
gerade und da m + n = 335 gilt, ist n ungerade. Nun gilt folgende
Ungleichungskette (da wir stets eine ungerade Zahl durch eine klei-
ner gerade Zahl ersetzen!):

5(0,335) > s(1,334) > ... > s(18,317) > s(19,316) = 19 - 20 +
3162 = 380 + 99856 > 100.000. Folglich kann die Anzahl der gera-
den Zahlen nicht unter 20 liegen, denn dann wére die Summe stets
grofer als 100.000. Da n ungerade ist kann sie auch nicht gleich 20

sein. Hier nun ein Beispiel fiir n = 21:
20 314

ST 2k+ (3 2m — 1) +984 = 20- 21 + 3142 + 984 = 420 + 98.596 +

k=1 m=1
984 = 100.000. Folglich liegt das Maximum der Anzahl der ungera-
den Zahlen bei 335 — 21 = 314.
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Losung zu Aufgabe 3

Wie in der Aufgabenstellung betrachten wir ein Dreieck AABC
mit Mittelpunkt M der Seite AB. Dies impliziert |AM| = |M B|
(1). An den Strahl [AB wird in A der Winkel LAC'M angetragen
(2), an den Strahl [BA in B der Winkel LM CB (3); dabei wir die
Drehrichtung jeweils so gewahlt, dass die freien Schenkel auf der
gleichen Seite von AB wie der Punkt C' liegen.

Mit den Voraussetzungen (1), (2) und (3) soll man zeigen, dass sich
die Strahlen und die Gerade C'M in einem Punkt S schneiden.
Zur Veranschaulichung betrachten wir folgende drei Abbildung, da
es drei mogliche Lagen fiir den Schnittpunkt S gibt (echt aulerhalb,
echt innerhalb oder auf dem Dreieck):

C

o

B\

A M B A M B |aAa M B

Wir zeigen stattdessen:

Sei S der Schnittpunkt des Strahls [AB und der Geraden C'M. Nun
sei [BS der Strahl, der von B aus durch S geht. Wir zeigen nun,
dass der Strahl [BS mit dem Strahl [BA zusammenfillt (also dass
sie gleich sind), wenn dies gilt, dann haben wir gezeigt, dass sich
die Strahlen [AB und [BA und die Gerade C'M immer in einem
Punkt S schneiden.

Hierzu miissen wir £ SBM = £ MCB zeigen, denn [BA wurde mit
dem Winkel £ MC B an B angetragen und wenn der Strahl [B.S mit
dem selben Winkel an B angetragen wurde, dann fallen die beiden
Strahlen zusammen.

(2) impliziert LM AS = LACM (2') bzw. fiir einen Punkt D auf
[AB AMAD = LACM (2") .

Wir miissen als erstes beweisen, dass sich der Strahl [AB mit der
Geraden C'M iiberhaupt schneidet, sodass ein Schnittpunkt S ent-
steht; dies beweisen wir durch einen Widerspruch:

Nehme an [AB sei parallel zur Geraden C'M und sei D irgendein
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Punkt auf [AB, dann gilt < BMC = £<MAD E £ ACM (4), doch
da LBMC der Aulenwinkel von AACM ist, gilt auch L BMC =
AMAC+LACM (5). Mit (4) folgt also LM AC = 0, was aber nicht
sein kann, da C' nicht auf der Geraden AB liegt. Also schneiden sich
der Strahl [AB und die Gerade C'M immer in einem Punkt S.
Ferner ist der Schnittpunkt S immer auf der gleichen Seite von AB
wie der Punkt C', da mit (5) LACM < LBMC folgt.

Kommen wir zur unserer urspriinglichen Aufgabe. Hierzu betrach-
ten wir zwei Félle:

1. Fall: Der Schnittpunkt S liegt auf dem Dreieck (dritte Abbil-
dung).

Da die Gerade CM das Dreieck AABC in C' und M schneidet
und ferner S der Schnittpunkt der Geraden C'M und [AB ist folgt,
dass S und C' zusammenfallen (S ist also gleich C'). Hieraus folgt
unmittelbar, dass [AB durch den Eckpunkt C' geht, folglich gilt

AMAC = LACM. Also ist AAMC gleichschenklig zur Basis AC.

Es gilt somit [CM| = |AM| W |M B|. Das Dreieck MBS ist also

gleichschenklig zur Basis C'B, folglich gilt LSBM = A MCB.

2. Fall: Der Schnittpunkt S liegt echt auerhalb oder echt inner-
halb des Dreiecks (erste und zweite Abbildung).

Hier zeigen wir, dass AM BC &hnlich zu AMBS ist. Wenn sie
ahnlich sind, dann muss £ SBM = LMCB gelten, da £{BMC =
£BMS und £SBM # CBM (da S nicht auf der Geraden C'B
liegt, denn S liegt auf der Geraden C'M, die die Gerade C'B nur
einmal in C' schneidet und nach Annahme liegt S nicht auf dem
||]gj\§|| = ||]\B4AC;|| gilt, nach der Umkeh-
rung des Ahnlichkeitssatzes (9. Klasse) sind die Dreiecke AM BC
und AM BS dann dhnlich. Die Dreiecke AAMC und AAM S sind
nun dhnlich, da KM AC = LASM und LCMA = £LSM A. Folglich

Dreieck). Wir zeigen, dass

AM MC
gilt die Beziehung |‘ 3 M|| = ” i A\‘ ; mit (1) folgt nun die dquivalente
MB MC
Aussage " 5 M]‘ = ; 3 M|] Somit sind die Dreiecke AMBC' und

AM BS tatsachlich dhnlich, insbesondere gilt £ SBM = AMCB.

0
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Losung zu Aufgabe 4

Ein Mitglied, dass mit allen Mitgliedern befreundet ist nennen wir
beliebt. Wir bezeichnen die Mitglieder mit My, Ms, ..., M,,, wobei
aus der Aufgabenstellung hervorgeht, dass n > 4 gilt. Wir behaup-
ten, dass unter vier Mitgliedern immer ein beliebtes Mitglied ist.
Fiir den Fall n = 4 ist es nach Annahme erfiillt.

Den Beweis fithren wir mittels vollstdandiger Induktion iiber n > 5.
Induktionsanfang: Sei n = 5. Dann betrachten wir folgende Men-
gen: A= {Ml, MQ, Mg, M4}, B= {Ml, MQ, .2\437 M5},

C= {Ml, Mg, M4,M5} und D = {Ml,Mg, M4, M5} .

Wir zeigen, dass ein beliebtes Mitglied existiert; wenn wir nun die
anderen vier Mitglieder betrachten, dann ist einer dieser vier Mit-
glieder mit den anderen drei Mitgliedern befreundet und sogar mit
dem beliebten Mitglied, daraus folgt, dass dieses Mitglied auch be-
liebt ist und nach dem Schubfachprinzip gibt es dann immer unter
vier Mitgliedern ein beliebtes Mitglied.

Nach der Aufgabenstellung ist ein Mitglied in A mit allen anderen
Mitglieder in A befreundet; 0.B.d.A. sei dies das Mitglied M;. Nun
betrachten wir B und machen folgende Fallunterscheidungen:

Fall 1: Wenn M; oder M5 mit allen Mitgliedern in B befreundet
ist, dann ist M, beliebt.

Fall 2: Sei nun Ms mit allen Mitgliedern aus B befreundet, dann
betrachten wir C'. Dies unterteilen wir wieder in zwei Félle.

Fall 2.1: Wenn nun M; oder M5 mit allen Mitgliedern aus C' be-
freundet ist, dann folgt, dass M, beliebt ist.

Fall 2.2: Wenn nun M, oder M, mit allen Mitgliedern aus C' be-
freundet ist, dann ist My beliebt.

Fall 3: Sei nun M3 mit allen Mitgliedern aus B befreundet, dann
betrachten wir D. Dies unterteilen wir wieder in zwei Félle.

Fall 3.1: Wenn nun M; oder M;5 mit allen Mitgliedern aus D be-
freundet ist, dann folgt, dass M, beliebt ist.

Fall 3.2: Wenn nun M3 oder M, mit allen Mitgliedern aus D be-
freundet ist, dann folgt, dass Mj beliebt ist.

Also gibt es immer (mindestens) zwei beliebte Mitglieder unter den
fiinf Mitgliedern.

Induktionsannahme: Es sei die Behauptung fiir n Mitglieder be-
reits bewiesen. Es gelte also, dass unter vier Mitgliedern immer ein
beliebtes Mitglied ist. Hierzu miissen also (mindestens) (n — 3) be-
liebte Mitglieder unter n Mitgliedern existieren.
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Induktionsschritt: Unter Verwendung der Induktionsannahme zei-
gen wir nun die Behauptung fiir (n + 1) Mitglieder. Zu zeigen ist
also, dass unter vier Mitgliedern, aus den (n 4 1) Mitgliedern, im-
mer ein beliebtes Mitglied existiert.

Wir betrachten alle méglichen Mengen, welche n verschiedene Mit-
glieder enthélt; es gibt (":1) = (n+ 1) solcher Mengen, mit jeweils
n (verschiedenen) Mitgliedern (dies folgt aus der kombinatori'schen
n n!

W = k! (n—k)!
Méoglichkeiten k& Objekte aus n Objekten zu ziehen).

Nach der Induktionsannahme gibt es also in jeder Menge (n — 3)
Mitglieder, die mit allen anderen Mitglieder in der selben Menge
befreundet sind. Also ist ein Mitglied, dass mit allen Mitgliedern
einer Menge befreundet ist, mit (n — 1) von n (ohne das Mitglied
selbst) Mitgliedern befreundet; so ein Mitglied nennen wir fast be-
liebt.

Es gibt also (n+ 1) - (n — 3) fast beliebte Mitglieder. Es gilt nun
(n+1)-(n—3) > (n+1) < n >4, was nach Annahme stimmt.
Also ist die Anzahl der fast beliebten Mitglieder grofier als die ge-
samt Anzahl aller Mitglieder, was nicht sein kann. Folglich muss
mindestens ein Mitglied mit allen Mitgliedern aus mindestens zwei
verschiedenen Mengen befreundet sein; dann folgt sofort, dass
dieses Mitglied beliebt ist und unmittelbar mit der Induktionsan-
nahme, dass (n—3) weitere Mitglieder beliebt sind. Insgesamt haben
wir dann (n — 2) beliebte Mitglieder von (n + 1) Mitgliedern. Nach
dem Schubfachprinzip ist dann immer unter vier Mitgliedern ein
Mitglied, dass beliebt ist.

Bedeutung des Binomialkoeffizienten: Es gibt (



